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Сонли усулларнинг кенг ривожланиши ва сонли тажрибанинг роли ошиши 
муносабати билан махсус функцияларга қизиқиш ҳам ортди. Бу иккита ҳолат 
билан боғлиқ. Биринчидан, индивидуал ҳодисаларнинг нисбий ролини аниқлаш 
учун физик ҳодисанинг математик моделини ишлаб чиқиш ва осонликча таҳлил 
қилинадиган аналитик шаклда ечим олиш учун кўпинча асл муаммони 
соддалаштиришга тўғри келади. Иккинчидан, компьютерда мураккаб 
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муаммоларни ечишда ишончли ва самарали ҳисоблаш алгоритмларини танлаш 
учун соддалаштирилган масалалардан фойдаланиш қулай. Шу сабабли жуда 
кўп ҳолларда махсус функцияларга олиб келадиган масалалар учрайди. Бундан 
ташқари, назарий ва амалий физиканинг кўплаб муҳим масалаларини тушуниш 
учун махсус функцияларни чуқур билиш керак. 
Математик анализнинг махсус функциялари деб аталадиган энг кўп 
қўлланиладиган функциялар қаторига классик ортогонал кўпҳадлар, 
цилиндрик, сферик ва гипергометрик функциялар киради. Бу функциялар 
назарияси ва уларнинг қўлланилишига доир бир қатор тадқиқотлар 
бағишланган. Гипергеометрик функциялар математиканинг турли соҳаларида, 
хусусан, дифференциал тенгламаларни ечиш ва бошқа махсус функцияларни 
ўрганишда қўлланилади. Гипергеометрик функциялар ёрдамида нафақат 
сферик ва эллиптик функциялар, балки элементар функциялар ҳам 
ифодаланади.  
Мақолада гипергеометрик тенглама ва гипергеометрик функциянинг 
таърифи келтирилган, гипергеометрик функциянинг баъзи элементар 
хоссалари, функционал ва махсус функционал муносабатлари баён қилинган. 
Бир қатор элементар ва махсус функцияларнинг гипергеометрик фунциялар 
орқали ифодаланиши бўйича жадвал келтирилган. 
Таъриф:  
𝜎(𝑧)𝑢′′ + 𝜏(𝑧)𝑢′ + 𝜆𝑢 = 0 (1) 
кўринишдаги тенглама гипергеометрик типдаги тенглама дейилади, бунда 
𝜎(𝑧) − иккинчи даражадан юқори бўлмаган кўпҳад, 𝜏(𝑧) − биринчи даражадан 
юқори бўлмаган кўпҳад, 𝜆 − ўзгармас сон.  
(1) тенглама 𝜎(𝑧) нинг берилишига қараб уч хил типдаги каноник 
кўринишга келтирилади. 
1-ҳол. Агар 𝜎(𝑧) функция иккита ҳар илдизга эга, яъни 𝜎(𝑧) =
(𝑧 − 𝑎)(𝑏 − 𝑧) (бунда 𝑎 ≠ 𝑏) бўлса, чизиқли алмаштириш 𝑧 = 𝑎 + (𝑏 − 𝑎)𝑠 














белгилаш киритиб ва 𝛼, 𝛽 ларни шундай танлаймизки, 
{
𝛼𝛽 = −𝜆,
𝛼 + 𝛽 + 1 = −𝜏′(𝑎)
 
бўлсин. У ҳолда (1) тенглама қуйидаги кўринишга эга бўлади: 
𝑠(1 − 𝑠)𝑢′′ + (𝛾 − (𝛼 + 𝛽 + 1)𝑠)𝑢′ − 𝛼𝛽𝑢 = 0. (2) 
Бу тенглама гипергеометрик тенглама дейилади. 
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2-ҳол. 𝜎(𝑧) функция битта илдизга эга 𝜎(𝑧) = (𝑧 − 𝑎) ва 𝜏′(𝑎) ≠ 0 бўлса, у 










+ 𝜆𝑢 = 0 
кўринишга келтирилади. 
𝛾 = 𝜏(𝑎), 𝛼 = −𝑏𝜆 белгилашлар киритиб ва 𝑏 = −
1
𝜏′(𝑎)
 деб танласак, 
тенглама қуйидагича ёзилади:  
𝑠𝑢′′ + (𝛾 − 𝑠)𝑢′ − 𝛼𝑢 = 0. (3) 
Бу тенглама айниган (вырожденная) гипергеометрик тенглама деб 
айтилади. 
3-ҳол. Агар 𝜎(𝑧) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 бўлса, умумийликка зид келтирмасдан 𝜎(𝑧) ≡ 1 
деб ҳисоблаш мумкин. Агар, 𝜏′(𝑠) = 0 бўлса, (1) тенглама чизиқли бир жинсли 
ўзгармас коэффициентли тенглама бўлади. Бу ҳолни қарамаймиз. 











+ 𝜆𝑢 = 0 
кўринишга келтирилади. 
𝑎 − сони 𝜏(𝑎) = 0 тенгламани илдизи бўлсин. 𝑏2 = −
2
𝜏′(𝑠)
 деб танлаймиз 
ва 𝑏2𝜆 ни 2𝜈 деб белгилаймиз. Натижада (1) тенглама  
𝑢′′ − 2𝑠𝑢′ + 2𝜈𝑢 = 0 (4) 
кўринишга келади. (4) тенглама Эрмит тенгламаси деб аталади. 𝜈 нинг 
манфий бўлмаган бутун қийматларида кўпҳадлар учун Эрмит тенгламаси билан 
бир хил бўлади. 
Энди (1) тенгламанинг ечимини ўрганиш билан шуғулланамиз.  







≡ 𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) 
(1) гипергеометрик тенгламанинг ечими бўлади ва 𝑧 = 0 нуқтада регуляр 
бўлади [1]. 
Иккинчи томондан 𝑅𝑒 𝑐 > 𝑅𝑒 𝑏 > 0 da  










тенглик ўринли бўлиб, бу Эйлер формуласи дейилади.  
(5) нинг ўнг томони |arg(1 − 𝑧)| < 𝜋 соҳада 𝑧 га боғлиқ бир қийматли 
аналитик фунция, яъни 𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) функциянинг аналитик давоми бўлади.  
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(5) формулани ўринли эканлигини исботлаймиз.  
(5) тенгликда |𝑧| < 1 да (1 − 𝑡𝑧)−𝑎 ни биномиал қаторга ёямиз ва ҳосил 
бўлган қаторни ҳадма-ҳад интеграллаймиз. Шунда биз Бета интегралларга эга 















[𝑡𝑏(1 − 𝑡)𝑐−𝑏(1 − 𝑡𝑧)−𝑎−1] (2.1.28) 
келиб чиқадики, ушбу тенгликнинг ўнг томонидаги ифода (1) 
дифференциал тенгламанинг ечими бўлади. 𝑠 = −𝑡 деб олинса, 𝑅𝑒 𝑏 >
0, 𝑅𝑒 (𝑎 + 1 − 𝑐) > 0 ва |arg 𝑧| < 𝜋 да 








 ўрнига қўйиш орқали қуйидаги кўринишдаги интегралга келамиз: 





𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑎 + 𝑏 + 1 − 𝑐; 1 − 𝑧) = 
=
Γ(𝑎 + 𝑏 + 1 − 𝑐)
Γ(𝑏)Γ(𝑎 + 1 − 𝑐)




ҳам гипергеометрик тенгламанинг ечими бўлади. Бундан ташқари, қуйидаги 
кўринишдаги ихтиёрий интеграл 
∫ 𝑡𝑏−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1(1 − 𝑡𝑧)−𝑎𝑑𝑡
𝐶
 
(1) гипергеометрик тенгламанинг ечими бўлади, агарда 𝐶 интегралости 
функциянинг риман сиртида ёпиқ контур ёки контур чеккалари 𝑡𝑏(1 −
𝑡)𝑐−𝑏(1 − 𝑡𝑧)−𝑎−1 функциянинг ноллари бўлса.  
(1 − 𝑡𝑧)−𝑎 ни биномиал қаторга ёйиб ва Бета функция учун контур 
интегралларини қўллаб, қуйидагиларни топамиз: 
𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =
𝑖Γ(𝑐) exp[𝑖𝜋(𝑏 − 𝑐)]







Re 𝑏 > 0, |arg(1 − 𝑧)| < 𝜋, 𝑐 − 𝑏 ≠ 1,2,3, … ; 
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𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =
−𝑖Γ(𝑐) exp[𝑖𝜋𝑏]







Re 𝑐 > Re 𝑏, |arg(−𝑧)| < 𝜋, 𝑏 ≠ 1,2,3, … ; 
𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) = 
=
−Γ(𝑐) exp[𝑖𝜋𝑐]






|arg(−𝑧)| < 𝜋, 𝑏, 1 − 𝑐, 𝑐 − 𝑏 ≠ 1,2,3, … . 
Фараз қиламиз, барча ҳолларда интеграллаш йўли 𝑡𝑏−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1(1 −
𝑡𝑧)−𝑎 учун риман сиртидаги нуқтадан бошланади, 𝑡 ҳақиқий, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 ва 
𝑡𝑏,  (1 − 𝑡)𝑐−𝑏 лар функциянинг бош қийматлари, (1 − 𝑡𝑧)−𝑎 аниқланган ва 𝑧 →
0 да (1 − 𝑡𝑧)−𝑎 → 1 бўлади. 
Агар 𝑧 = 1 ни қўйсак, (5) нинг ўнг томони Бета интеграл бўлади ва 
қуйидаги келиб чиқади:  
𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 1) =
Γ(𝑐)Γ(𝑐 − 𝑎 − 𝑏)
Γ(𝑐 − 𝑎)Γ(𝑐 − 𝑏)
, 
бунда Re 𝑐 > Re 𝑏 > 0, Re(𝑐 − 𝑎 − 𝑏) > 0. 
Ушбу тенгликни параметрларга кучсиз шартлар қўйилганда ҳам ўринли 
бўлишини кўрсатиш мумкин, хусусан 𝑐 ≠ 0, −1, −2, … ва Re(𝑐 − 𝑎 − 𝑏) > 0 
бўлиши формуланинг ўринли бўлиши учун етарли.  
Илмий изланишларда қулайлик туғдириш учун бир нечта адабиётлардан 
гипергеометрик функция ҳақида тўлиқроқ маълумотлар тўплашга ҳаракат 
қилинди. Хусусан, унинг бир нечта хоссаларини келтирамиз:  
1. 𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧) = 𝐹(𝑏, 𝑎, 𝑐, 𝑧) (гипергеометрик фунция биринчи ва иккинчи 
аргументлари бўйича симметрик); 
2. 𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑏; 𝑧) = (1 − 𝑧)−𝑎; 
3. 𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐; 1) =
Г(𝑐)Г(𝑐−𝑎−𝑏)
Г(𝑐−𝑎)Г(𝑐−𝑏)
, 𝑅𝑒(𝑐 − 𝑎 − 𝑏) > 0; 
4. 𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐; 0) = 𝐹(0, 𝑏, 𝑐, 𝑧) = 1; 




= (1 − 𝑧)−𝑏𝐹 (𝑐 − 𝑎, 𝑏, 𝑐;
𝑧
𝑧 − 1
) , |arg(1 − 𝑧)| < 𝜋; 
6. 𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧) =
Г(𝑐)Г(𝑏−𝑎)
Г(𝑐−𝑎)Г(𝑏)











𝑎 − 𝑏 ≠ 0, ±1, ±2, … , |arg(−𝑧)| < 𝜋, |arg(1 − 𝑧)| < 𝜋; 
7. 𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑧) =
Г(𝑐)Г(𝑐−𝑏−𝑎)
Г(𝑐−𝑎)Г(𝑐−𝑏)
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Г(𝑐)Г(𝑏 + 𝑎 − 𝑐)
Г(𝑎)Г(𝑏)




𝑐 − 𝑎 − 𝑏 ≠ 0, ±1, ±2, … , |arg(−𝑧)| < 𝜋, |arg(1 − 𝑧)| < 𝜋; 






, 𝑐; 4𝑧(1 − 𝑧)) ; 
9. 𝐹(𝑎, 1 − 𝑎, 𝑐, −𝑧) = (1 + 𝑧)𝑐−1(√1 + 𝑧 + √𝑧)
2−2𝑎−2𝑐
∙ 
𝐹 (𝑐 + 𝑎 − 1, 𝑐 −
1
2
, 2𝑐 − 1; 4√𝑧(1 + 𝑧)(√1 + 𝑧 + √𝑧)
−2
) ; 
10. 𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧) =
𝑏
𝑐
𝐹(𝑎, 𝑏 + 1, 𝑐 + 1; 𝑧) +
𝑐−𝑏
𝑐




𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑧) =
(𝑎)𝑘(𝑏)𝑘
(𝑐)𝑘




[𝑧𝑐−1(1 − 𝑧)𝑏−𝑐+𝑘𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧)] = 
(𝑐 − 𝑘)𝑘𝑧
𝑐−1−𝑘(1 − 𝑧)𝑏−𝑐𝐹(𝑎 − 𝑘, 𝑏, 𝑐 − 𝑘; 𝑧). 
Гипергеометрик функция турли хил хоссаларга эга. Унинг универсал 
функция эканлиги ҳам шундаки, параметрларининг турли қийматларида у бир 
қатор элементар ва махсус қийматларни ифодалайди.  
Жумладан, параметрларнинг хусусий қийматларида гипергеометрик 
































3) 𝐹 (𝑛 + 1, −𝑛; 1;
1 − 𝑥
2
) = 𝑃𝑛(𝑥), 




Г(𝑛 + 𝑚 + 1)
2𝑚Г(𝑛 − 𝑚 + 1)Г(𝑚 + 1)
∙ 



















8) 𝐹(−𝑚, 𝛽; 𝛽; 𝑥) = (1 + 𝑥)𝑚; 
9) 




= log(1 + 𝑥) ; 
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10) 𝐹(𝑛, 𝛽; 𝛽; 𝑥) = (1 + 𝑥)𝑛; 
11) 𝐹(𝛼, 𝛽; 𝛽; 𝑥) = (1 − 𝑥)−𝛼; 
















𝐹(1, 𝑏; 1; 𝑥 𝑏) = 𝑒𝑥;⁄  
15) 𝐹 (𝑘 + 1, −𝑘; 1;
1−𝑥
2
) = 𝑃𝑘(𝑥), бу ерда 𝑃𝑘(𝑥) − Лежандр кўпҳади; 
16) lim
𝑎,𝑏→0
𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝜈 + 1; −
𝑥2
4𝑎𝑏
) = 𝐽𝜈(𝑥), 









































, 1; 1; 𝑥) = (1 − 𝑥)−
1
2; 
22) 𝐹(−𝑛, 1; 1; 1 − 𝑥) = 𝑥𝑛; 







24) 𝐹 (𝛼, 𝛼 +
1
2
; 2𝛼 + 1; 𝑥) = [





25) 𝐹 (𝛼, 𝛼 +
1
2
; 2𝛼; 𝑥) = (1 − 𝑥)−1 2⁄ [





























Юқорида келтирилганлардан хулоса қилиб, шуни айтишимиз мумкинки, 
гипергеометрик функцияларнинг энг кўп қўлланиладиган соҳаларидан бири 
математиканинг дифференциал тенгламалар соҳаси ҳисобланади. Ҳозирги 
вақтда дифференциал тенгламалар назарияси билан бир қаторда, хусусий 
ҳосилали дифференциал тенгламалар назариясининг муҳим йўналишларидан 
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бири - қаралаётган соҳада бузилиш чизиғига эга бўлган тенгламаларни ўрганиш 
ҳам жадал ривожланиб бормоқда. Иккинчи томондан бузилиш чизиғига эга 
бўлган тенгламаларнинг ечимлари механика, физика ва техника масалаларида 
кенг кўламли тарзда амалиётда тадбиқ этилиши катта қизиқиш уйғотади.  
Бузилиш чизиғига эга тенгламалар деб қаралаётган соҳанинг ичида 
эллиптик, соҳа чегарасида параболик (ёки соҳа ичида гиперболик, соҳа 
чегарасида параболик) типга тегишли бўлган тенгламаларга айтилади. Бу 
типдаги тенгламалар учун Дирихле ва Нейман (эллиптик тип учун) ҳамда Коши 
- Гурса (гиперболик тип учун) масалаларининг ечимлари гипергеометрик 
функциялар орқали ифодаланади. 
 Жумладан, Ф.Франкль ясси деворли идишдан товуш тезлигидан юқори 
тезликда суюқлик ёки газнинг оқиб чиқиш (идиш ичида тезлик товуш 
тезлигидан паст) масаласи А.С.Чаплыгиннинг  
𝐾(𝑦)𝑈𝑥𝑥 + 𝑈𝑦𝑦 = 0 (𝐾(0) = 0, 𝐾
′(у) > 0) 
тенгламаси учун чегаравий масалага келиши кўрсатилган. 
Ушбу тенгламалар типига кирувчи қуйидаги тенгламани қарайлик:  
−(−𝑦)𝑚𝑈𝑥𝑥 + 𝑥
𝑚𝑈𝑦𝑦 = 0. 
Ушбу тенглама бузилиш чизиғига эга бўлган тенгламаларга киради. 




(𝑈𝜂 − 𝑈𝜉) = 0 
бўлади, бунда √𝜉 = 𝑥𝑝 − (−𝑦)𝑝, √𝜂 = 𝑥𝑝 + (−𝑦)𝑝, 𝑝 = 𝑚 + 2. 
 Агар тенгламада 𝑡 = 𝜉 𝜂⁄  алмаштириш бажарсак, тегишли параметрлар 
орқали ифодаланган (1) тенглама – гипергеометрик тенгламага келамиз.  
 Ушбу хусусий ҳосилали дифференциал тенглама учун Коши 
масаласининг ечими Риман функцияси 
𝑉(𝜉′, 𝜂′; 𝜉, 𝜂) =
(𝜂′ − 𝜉′)2𝛽
(𝜂– 𝜉′)𝛽(𝜂′ − 𝜉)𝛽
𝐹(𝛽, 𝛽, 1, 𝑧), 
𝑧 =
(𝜂 − 𝜂′)(𝜉′ − 𝜉)
(𝜂′ − 𝜉)(𝜂 − 𝜉′)
 
орқали ёзилади [2], бу ерда 2𝛽 = 𝑚 (𝑚 + 2).⁄  
Бу эса гипергеометрик тенглама, унинг ечимлари ва гипергеометрик 
функцияларнинг кенг амалий аҳамиятга эгалигини кўрсатади. 
 [2-23] илмий изланишларда гипергеометрик тенгламалар ва 
гипергеометрик функцияларнинг амалий аҳамияти ҳамда оддий дифференциал 
тенгламалар иштирок этган боғлиқ масалалар ишланган ва улар ҳақида кенгроқ 
маълумотлар берилган.  
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Шу ўринда айтиш лозимки, илмий ишларни ўрганиш ва таҳлил қилиш 
талабалар учун бир қатор қийинчиликлар туғдиради. Шу сабабли ушбу 
мақолада талабаларнинг илмий мақолаларни ўрганишларини осонлаштириш 
учун математикани фанини ўқитишга бағишланган илғор педагогик 
технологияларнинг [24-30] айрим элементлари ҳам қўлланилди. 
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